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Abstrakt
Tato bakalářská práce uvádí přehled základních matematických modelů dopravního toku
vozidel na jednoproudé silnici. Zabývá se jak mikroskopickými modely, tak i makrosko-
pickými modely. Studuje jejich vlastnosti a odlišnosti.
Summary
This bachelor’s thesis presents an overview of the most common mathematical models
of traffic flow of vehicles on silgle lane. It deals with both microscopic and macroscopic
models. It studies their properties and differences.
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1. Úvod
Provoz vozidel na silnicích roste každým dnem. Vznikají tak problémy, které je po-
třeba řeši,t jako např. dopravní zácpy vzniklé množstvím vozidel na silnici nebo jako dů-
sledek dopravních omezení a pod. Velkého významu tak nabývají matematické modely,
na kterých můžeme situaci nasimulovat, zjistit možné důsledky dopravních opatření a
navrhnout vhodné řešení (omezení rychlosti, zvýšení počtu pruhů, . . .). Pomocí mate-
matických modelů můžeme také zjistit kapacity daných (mnohdy ještě nepostavených)
komunikací a navrhnout například kolik pruhů by měly mít.
První modely dopravního toku začaly vznikat ve 20. letech 20. století, kdy Frank
Knight jako první zveřejnil analýzu dopravní rovnováhy, která byla přetvořena na první
a druhý Wardropův princip rovnováhy. Hlavní rozvoj přišel až s rozvojem výpočetní
techniky po 2. světové válce. Dosavadní modely příliš neodpovídaly reálné situaci na
silnicích. Nynější modely využívají jak empirické, tak teoretické výpočty, předpovídají
vývoj na silnici a dávají podnět k úpravě dopravní infrastruktury.
V této práci se budeme zabývat dlouhou jednoproudou silnicí a odvodíme rovnice,
podle nichž by se dalo modelovat chování aut na silnici. Zmíníme jak mikroskopické
modely, kde sledujeme jednotlivé automobily, jejich polohu a rychlost, tak i makroskopické
modely, kde nás bude zajímat hustota proudu vozidel a jejich rychlost. Nakonec zkusíme
jednotlivé modely porovnat.
Mikroskopické modely ukazují jak prostorově-časové chování vozidel, tak i interakce
mezi nimi a to na vysoké rozlišovací úrovni. Ukazují tedy, jak se řidič zachová, když uvidí
danou dopravní situaci před sebou.
Makroskopické modely se dívají na svět z výšky, nerozlišují jednotlivá vozidla. Když se
například podíváme v noci na satelitní snímky, tak kromě světlých oblastí představujících
města si můžeme povšimnout jakýchsi
”
čmouh“ spojujících města. Nebude to nic jiného
než silnice, a podle toho, jak jsou výrazné (osvětlené reflektory automobilů) můžeme tušit,
zda tudy jezdí mnoho aut, nebo nejsou skoro vidět, protože tam projede jedno auto za
dlouhou dobu. Daný jev (viditelnost silnic) popisuje hustotu provozu, kterou se budeme
zabývat právě v těchto modelech. Přehled makroskopických modelů je poměrně dobře
zpracován v [10].
Mikroskopické a makroskopické modely nejsou jedinými použitelnými modely. Meso-
skopické modely [6] jsou charakterizovány malými skupinami vozidel, které jsou popsány
málo detailními rovnicemi. Např. při změně pruhu (při předjíždění) může přejet jedno,
nebo i malá skupinka vozidel, podle hustoty a rychlosti ve vedlejším pruhu. Některé
mesoskopické modely využívají podobnosti s plyny.
Cílem této práce je odvození a charakteristika mikroskopických a makroskopických
modelů, studium vlastností a porovnání daných modelů. Ukážeme si, jak tento problém
řešili různí autoři, a že jejich předpoklady byly často velmi podobné a lišily se pouze
v malých detailech.
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Mikroskopický model uvažuje časoprostorové chování jednotlivých řidičů s ohledem
na vzdálenost od předchozího vozidla. Hojně se využívají v softwarových simulacích
dopravního toku.
Mikroskopické modely se zabývají jednotlivými automobily. K popisu jejich chování
se používají soustavy obyčejných diferenciálních rovnic (ODR).
2.1. Označení a předpoklady
Protože tato práce čerpá z několika zdrojů, pokusíme se značení trochu sjednotit. Základ-
ními proměnnými budou poloha xi(t), rychlost vi(t) a zrychlení ai(t) uvažovaných vozidel
i = 1, 2, . . . , N v čase t. Derivace podle času budeme značit tečkou nad proměnnou.
Z definice rychlosti a zrychlení plynou rovnice:
vi(t) = x˙i(t),
ai(t) = v˙i(t).
(2.1)
Vozidla očíslujeme zprava doleva, tak jak budou postupně projíždět sledovaným úsekem.
Polohu xi(t) budeme uvažovat jako vzdálenost ujetou vozidlem i za čas t od daného bodu
silnice. Dále uvažujme pouze jeden pruh silnice. Vozidla se nemohou předjíždět, což
popisují nerovnosti:
xi+1(t) < xi(t) < xi−1(t), t ≥ 0,
xi(t1) ≤ xi(t2), t1 < t2. (2.2)
Pokud uvažujeme nenulovou délku vozidla, polohu xi(t) budeme brát jako polohu předního
nárazníku i-tého auta v čase t.
Předpokládáme, že všichni řidiči jedou dopředu a jsou omezeni dopravními předpisy
a možnostmi vozidla (rychlost je omezená).
0 ≤ v ≤ vmax. (2.3)
Zrychlení a brždění je omezené možnostmi vozidla:
a− ≤ a ≤ a+, (2.4)
kde a+ značí maximální zrychlení a a− značí maximální možné zpomalení (brždění).
a− < 0.
Aby soustava ODR měla jednoznačné řešení, musíme zadat dvě počáteční podmínky
pro každé uvažované auto i.
xi(0) = x
0
i ,
vi(0) = v
0
i ,
(2.5)
kde x0i , v
0
i jsou čísla splňující výše uvedené podmínky (2.2), (2.3).
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2.2. Obecný mikroskopický model
Obecně, chování řidiče i-tého vozidla může záviset kromě vlastní polohy a rychlosti na
rychlostech a polohách několika ni vozidel jedoucích před ním:
v˙i(t) = fi(xi(t), vi(t), xi−1(t), vi−1(t), . . . , xi−ni(t), vi−ni(t)).
Pokud by se mohlo předjíždět, záviselo by zrychlení i na řidičích za naším vozidlem. Řidič,
který chce předjíždět, se musí podívat i za sebe, zda má volno a může přejet do druhého
pruhu a následně předjet dané vozidlo. Tento případ však nebudeme uvažovat, neboť, jak
jsme již řekli, máme pouze jeden pruh silnice a předjíždět nelze.
Při jistém zjednodušení, chování řidiče závisí pouze na jízdě vozidla před ním.
v˙i(t) = Fi(vi(t), si(t), vi−1(t)), (2.6)
kde si = xi−1 − xi − Li−1 značí vzdálenost mezi auty, vozidlo i− 1 jede před vozidlem i,
Li−1 značí délku vozidla i− 1, viz (Obr 2.1).
i+ 1 i i− 1H
H H
H H
H H
xi+1 xi xi−1
-ﬀLi−1-ﬀ si
Obr 2.1: Vzdálenosti mezi vozidly
Poznamenejme, že pro zjednodušení modelu lze polohu vozidel transformovat tím, že
délku předchozích aut odečteme.
xi → xi −
∑
j<i
Lj,
vozidla pak budou mít nulovou délku.
Rovnici (2.6) doplníme počátečními podmínkami (2.5) a získáme tak počáteční úlohu
pro mikroskopický model.
v˙i(t) = Fi(vi(t), si(t), vi−1(t)), (2.7)
xi(0) = x
0
i ,
vi(0) = v
0
i , i = 1, . . . , N,
(2.8)
kde N značí počet uvažovaných vozidel.
Přirozené podmínky pro Fi
1. Pokud si → 0 (vzdálenost mezi vozidly se zmenšuje), pak Fi bude klesat k a−
(brzdné zrychlení). (Auto musí brzdit, aby nenarazilo.)
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2. Pokud je vzdálenost dostatečně velká si ≥ s∞, pak Fi nezávisí na si ani vi−1.
(Předchozí vozidlo je tak daleko, že na jízdu auta nemá vliv.)
3. Fi může růst, pokud jsme nedosáhli maximální povolené rychlosti vi ≤ vmax. (Auto
může zrychlit v případě, že nejede maximální rychlostí.)
4. Pokud jsou rychlosti vozidel srovnatelné nebo jsou si rovny vi = vi−1 a vzdálenost
mezi vozidly je optimální si = sopt(vi), mělo by Fi = 0. (Jedeme stejně rychle jako
vozidlo před námi a máme správný odstup od vozidla před námi, nemáme důvod
zrychlovat ani zpomalovat.)
5. Maximální rychlost vmax je taková, jakou dovolí možnosti auta, předpisy a situace.
Mikroskopický model se zpožděním
Složitější dokonalejší model bere v úvahu skutečnost, že řidiči reagují na změnu situace
s určitým zpožděním. Toto zpoždění, reakční doba, se nazývá reakční čas T . Získáme tak
soustavu diferenciálních rovnic se zpožděním:
v˙i(t+ T ) = Fi(vi(t+ T ), si(t), vi(t), vi−1(t)), i = 1, . . . , N, (2.9)
reakce i-tého řidiče závisí na jeho aktuální rychlosti, vzdálenosti od předchozího vozidla
a na rozdílu rychlostí.
Aby bylo řešení jednoznačné, musíme zadat počáteční podmínky a to nejen v čase
t = 0, ale ve všech časech až do zpoždění t ∈ 〈0, T 〉:
xi(0) = x
0
i ,
vi(t) = v
t
i , t ∈ 〈0, T 〉, i = 1, . . . , N, (2.10)
počáteční podmínky přitom také splňují omezení (2.2), (2.3).
2.3. Konkrétní modely
V literatuře se lze setkat s různými modely. Nejčastější jsou modely typu
”
Car-following
model“, což volně přeloženo znamená: následuj vozidlo před sebou. Tento model má
několik podtypů podle toho, na co se zaměřuje, např.: bezpečná vzdálenost nebo reakce
na podnět od předchozího vozidla a další.
2.3.1. Model Gazis, Herman a Rothery (1961)
Tento model patří mezi nejběžnější. Řidič reaguje na podnět od předchozího vozidla. Pro
jednoduchost budeme uvažovat automobily stejného typu (homogenní případ) jedoucí po
jednoproudé silnici, auta nemohou se předjíždět.
Všechny veličiny (poloha xi(t), rychlost vi(t), zrychlení ai(t) = v˙i(t)) jsou závislé na
čase (s časem se mohou měnit). Každý řidič ze zkušenosti ví, zda může zrychlit nebo musí
zpomalit, či dokonce začít brzdit, aby nedošlo k nehodě.
Předpokládejme, že řidič s vozidlem i jede za vozidlem i − 1. Řidič reaguje se zpož-
děním. Musí zpozorovat změnu, rozhodnout, jak zareaguje a zareagovat. Toto zpoždění
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označíme jako reakční čas T . Tento čas se pohybuje v rozmezí 0,6 až 1,5 sekund, podle
zkušeností řidiče. Rovnici (2.9) uvažujme ve tvaru:
v˙i(t+ T ) = γ · (vi−1(t)− vi(t)). (2.11)
γ zastupuje citlivost řidiče:
γ =
c · (vi(t+ T ))p
(xi−1(t)− xi(t))r , (2.12)
přičemž konstantu c > 0 a exponenty p > 0, r > 0 získáme z experimentálních dat.
Dosadíme-li (2.12) do (2.11), získáme
v˙i(t+ T ) = c · (vi(t+ T ))
p
(xi−1(t)− xi(t))r · (vi−1(t)− vi(t)). (2.13)
Stručněji lze psát
v˙i(t+ T ) = c · (vi(t+ T ))
p
(∆xi(t))r
·∆vi(t), (2.14)
kde ∆xi(t) = xi−1(t)− xi(t) a ∆vi(t) = vi−1(t)− vi(t).
Podle [8] tento model jako první reaguje na nestabilitu dopravního toku.
Pojďme se nyní blíže podívat na situaci, kdy řidič jede za vozidlem jedoucím konstantní
rychlostí vi−1 > 0. Mohou nastat tři případy, kdy zrychlení bude nulové (podle rovnice
(2.14)) [8].
1. v = 0: námi sledované vozidlo zastaví a stojí.
2. ∆v = 0: obě sledovaná vozidla jedou stejnou rychlostí a mají tedy mezi sebou
konstantní vzdálenost.
3. ∆x → ∞: vzdálenost mezi vozidly je natolik velká, že není důvod, aby se druhé
vozidlo řídilo podle prvního. Nutno poznamenat, že aby tento jev nastal, nemusí jít
vzdálenost mezi auty k ∞, ale musí být větší než nějaká mezní hodnota.
Může vůbec dojít k havárii? Na silnicích to není nic zvláštního. Ano, i v modelu může
dojít ke kolizi, za určitých specifických okolností jako je např. vysoká počáteční rychlost
v(t = 0) a exponent r < 1 [8].
2.3.2. Gazis, Herman a Pott model (1959)
Tento model je speciálním případem předchozího modelu pro volbou exponentu p = 0:
v˙i(t+ T ) = c · vi−1(t)− vi(t)
(xi−1(t)− xi(t))r . (2.15)
Jen tak pro zajímavost si můžeme ukázat složitější verzi, která uvažuje různá vozidla
a je přichystána pro další složitější úlohy, než je jednoproudá silnice.
v˙i = c · vi−1 − vi
(xi−1 − xi)r + A ·
V ( Li−1
xi−1−xi )− vi
Tr
, (2.16)
kde pro A = 0 získáváme homogenní model, konstanty c, r jsou dány ze simulací a
často se volí r = 1, v a x značí rychlost a pozici. Pro A > 0 získáme relaxační člen,
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kde V je rovnovážná rychlost a Tr je relaxační čas (většinou podstatně delší než reakční
čas). Rovnovážná rychlost V je kompromis mezi maximální povolenou rychlostí a nižší
rychlostí reagující na zhoršení dopravních podmínek. Člen Li−1
xi−1−xi značí lokální hustotu
okolo vozidla i, kterou lze využít při porovnávání modelů s makroskopickými. Li−1 je délka
vozidla, xi−1, xi jsou pozice vozidla i− 1, i. Jako počáteční hodnoty volíme xi(0) = x0i a
vi(0) = v
0
i , kde v
0
i ≥ 0 a x0i−1 > x0i [1].
2.3.3. Jepsen (1998) Model pro bezpečnou vzdálenost
Tento model patří rovněž mezi modely typu
”
Car-following“. Všichni víme, že musíme
dodržovat bezpečnou vzdálenost mezi vozidly a určitě se o to všichni snažíme. Na čem
všem bezpečná vzdálenost závisí?
Di(v) = (Li + dmin) + v · (T + vF ), (2.17)
Di je bezpečná vzdálenost, v rychlost, Li délka vozidla, dmin konstantní minimální vzdálenost,
T reakční čas, F rychlostní faktor. Rychlostní faktor zohledňuje, že cílem zkušených řidičů
není jen předejít nehodě, ale minimalizovat případné škody [6].
2.3.4. Nagel (1996, 1998) Buněčný model
Buněčný model (cellular automaton) již nepatří mezi
”
Car-following model“. Využívá
celočíselné proměnné pro dynamický popis systému. Model nemá tvar diferenciálních
rovnic, ale diferenčních rovnic. Využívá se pro svou jednoduchost, avšak ne tak přesně
popisuje chováni aut, neboť nevyužívá dynamiku následování vozidel [5].
Silnici rozdělíme na části určité délky ∆x - buňky, vzdálenost mezi auty si = xi−1 −
xi − Li−1, kde vozidlo i − 1 jede před vozidlem i, Li−1 značí délku vozidla i − 1 a čas
diskretizujeme kroky ∆t. Na každé části silnice buď jsou, anebo nejsou auta, a řídí se
těmito pravidly:
xi(t+ ∆t) = xi(t) + vi(t+ ∆t), (2.18)
vi(t+ ∆t) = f(si(t), vi(t), vi−1(t), . . .). (2.19)
Časový krok volíme většinou jako reakční čas řidiče, např.: ∆t = 1s. Uvažujeme-li
pevné ∆t, pak velikost části silnice určuje zrnitost modelu. Při dopravní zácpě jedno auto
obvykle zaujme 7,5m silnice (délka auta + vzdálenost mezi auty). Tuto hodnotu zvolíme
jako ∆x [8]. Rychlost vozidla je omezená a nabývá pouze diskrétních hodnot v rozmezí 0
až vmax.
”
Pravidla silničního provozu v Buněčném automatu“ [6]
• Jestliže jedeme rychlostí menší než vmax, chceme zrychlit.
• Jestliže jedeme takovou rychlostí, že bychom v příštím čase narazili do vozidla před
námi, musíme zpomalit.
• Rychlost vozidla se snižuje samovolně (vliv tření mezi koly a vozovkou, brždění
motorem při volnoběhu a další).
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Jak tedy zjistíme, jak rychle můžeme jet? Nejprve vyzkoušíme zrychlit rychlostí vi(t +
∆t), pokud jsou vozidla příliš blízko nebo pokud bychom dosáhli maximální rychlosti,
vyzkoušíme rychlost nižší.
Někdy se používají také modely spojitého času a aut, které stále vhodně modelují
dopravní situaci. Využívají se pro modelování (simulaci) velkých dopravních sítí v reálném
čase.
2.4. Stručný přehled uvedených modelů
Pro jednoznačnost úloh budeme předpokládat počáteční podmínku (2.10).
• Gazis, Herman a Rothery model (1961)
v˙i(t+ T ) = c · (vi(t+ T ))
p
(xi−1(t)− xi(t))r · (vi−1(t)− vi(t))
• Gazis, Herman a Pott model (1959)
v˙i = c · vi−1 − vi
(xi−1 − xi)r + A ·
V
(
Li−1
xi−1−xi
)
− vi
Tr
• Jepsen model (1998)
Di(v) = (Li + dmin) + v · (T + vF )
• Nagel model (1996, 1998)
xi(t+ ∆t) = xi(t) + vi(t+ ∆t),
vi(t+ ∆t) = f(si(t), vi(t), vi−1(t), . . .)
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3. Makroskopické modely
Makroskopický model se zabývá dopravním tokem, u kterého nerozlišujeme jednotlivá
vozidla. Je charakterizován hustotou ρ(x, t), tokem q(x, t) a rychlostí v(x, t) dopravního
proudu. Popisují ho parciální diferenciální rovnice (PDR). Makroskopický model můžeme
získat také integrací mikroskopického modelu. Využívá se k počítačovým simulacím.
Makroskopický model dopravního toku vznikl na základě podobnosti s proudem te-
kutiny. Využívá se zde jediný zákon a to zákon zachování. Všechny ostatní vztahy jsou
empirické [6]. Opět budeme předpokládat jednoproudou silnici, kde auta jedou za sebou
a nemohou se předjíždět.
3.1. Označení a předpoklady
Makroskopický model vznikl na základě podobnosti s proudem tekutiny. Budeme tedy
předpokládat spojitost prostředí i času. Nutno poznamenat, že v mikroskopických mo-
delech xi(t) značilo polohu vozidla i v čase t. V makroskopických modelech x má pevnou
polohu na silnici a s časem se nemění.
Rychlost v(x, t) popisuje rychlost vozidel projíždějících místem x v čase t. Budeme
předpokládat, že všechna vozidla jedou dopředu a mají omezenou rychlost:
0 ≤ v ≤ vmax.
Hustota aut ρ(x, t) závisí také na poloze x a čase t a je definována jako počet aut na
jednotkový úsek silnice:
ρ ≥ 0.
Zřejmě by mělo platit, že při vyšší hustotě vozidel pojedou vozidla pomaleji než při nižší
hustotě vozidel. Pokud hustota vozidel dosáhne svého maxima, dojde k dopravní zácpě a
vozidla se zastaví:
ρ = ρmax ⇒ v = 0.
Pokud bude řidič na silnici sám, může jet maximální rychlostí. Předpokládáme, že hustota
nemůže být záporná. Pokud na silnici nejsou žádná auta, položíme hustotu ρ = 0:
ρ→ 0 ⇒ v = vmax.
Dopravní tok q(x, t) značí počet vozidel, která projedou místem x za jednotku času.
Je odvozen od hustoty a rychlosti:
q = v · ρ, q ≥ 0.
Ředění vlny
V kapalině se informace šíří všemi směry. Např. pokud do vody hodíme kámen, vznikne
vlna, a ta se šíří do okolí. Stejně tak i v případě 1D (potrubí, nebo podélné kmity
tyče, kmitání struny), pokud vznikne vlna, šíří se jak dopředu, tak i zpět. V dopravě
je situace odlišná, není vhodné, aby vozidla musela najednou couvat, vi ≥ 0. Pokud
se v nějakém úseku nahromadí více aut (vznikne
”
vlna“), předpokládáme, že se vozidla
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začnou hromadit za vlnou a vozidla ve vlně nepojedou pozpátku, aby vlnu zředily (viz
Obr 3.1).
-
x
6
ρ
ρmax t0
tt1


t1



tn1
Obr 3.1: Ředění vlny
t0 značí počáteční stav hustoty vozidel v čase t0 = 0, z tt1 je patrné, kam se dostane
poslední vozidlo ve vlně za čas tt1, tt1 > t0, t1 ukazuje, jak by se mohla vozidla postupně
hromadit za zácpou v čase t1 = tt1 a tn1 ukazuje, jak by to nemělo být, docházelo by k
oboustranému ředění vlny, tn1 = tt1.
3.2. Zákon zachování
V modelech dopravního toku se jedná o zákon zachování počtu vozidel. To znamená, že
každé auto, které do nějakého sledovaného úseku vjede, také musí z tohoto úseku vyjet.
Zvolíme například úsek silnice (x1, x2). Počet aut v tomto úseku (x1, x2) v čase t je∫ x2
x1
ρ(x, t)dx.
Počet aut, která projedou jednotkovým úsekem x za jednotkový čas t je ρ(x, t)v(x, t),
kde v(x, t) značí rychlost aut v místě x a čase t. Počet aut v úseku (x1, x2) se mění podle
toho, kolik aut do tohoto úseku vjede nebo vyjede:
d
dt
∫ x2
x1
ρ(x, t)dx = ρ(x1, t)v(x1, t)︸ ︷︷ ︸
vjedou
− ρ(x2, t)v(x2, t)︸ ︷︷ ︸
vyjedou
. (3.1)
Integrací této rovnice (3.1) podle času, za předpokladu, že ρ a v jsou regulární funkce, a
s využitím věty o střední hodnotě získáme:∫ t2
t1
∫ x2
x1
∂tρ(x, t)dxdt =
∫ t2
t1
(ρ(x1, t)v(x1, t)− ρ(x2, t)v(x2, t))dt =
= −
∫ t2
t1
∫ x2
x1
∂x(ρ(x, t)v(x, t))dxdt,
protože x1, x2 ∈ R, t1, t2 > 0 jsou libovolné, lze psát [7]:
ρt + (ρv)x = 0, x ∈ R, t > 0. (3.2)
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Makroskopické modely 1. řádu
V předchozí rovnici si můžeme všimnout součinu ρv, který značí dopravní tok q = ρ · v.
Pokud rychlost v závisí pouze na hustotě ρ, můžeme dopravní tok q přepsat jako funkci
f(ρ) proměnné ρ. Modely prvního řádu charakterizuje rovnice:
ρt + f(ρ)x = 0. (3.3)
Každá PDR musí být doplněna o počáteční podmínky:
ρ(x, 0) = ρ0(x), x ∈ R, (3.4)
a o okrajové podmínky. Budeme předpokládat omezený úsek silnice (s, f), kde s značí
začátek (start) a f značí konec (finish) sledovaného úseku. Za okrajovými body, myšleno
vně intervalu, bude stejná hustota aut jako na okraji:
ρ(x, t) = ρ(s, t) ∀x < s,
ρ(x, t) = ρ(f, t) ∀x > f. (3.5)
V rovnici (3.3) musíme určit vztah f(ρ). Tímto vztahem se modely odlišují a záleží na
autorovi modelu jak tento vztah zvolí. Každý se snaží co nejlépe popsat reálnou situaci.
Makroskopické modely 2. řádu
Je možné, že dopravní tok q závisí pouze na hustotě ρ? Někteří, kteří si to nemyslí,
se nechali inspirovat proudem tekutiny, kde na sebe jednotlivé molekuly (automobily)
působí a ovlivňují se. Při modelování pohybu tekutiny využíváme rovnici kontinuity
(ρSv = konst) a zákon zachování momentu hybnosti (Navier-Stokesova rovnice vt+v ·vx =
A− px
ρ
+ ν · vxx).
Modely druhého řádu vzniknou tím, že k rovnici (3.3) přidáme evoluční rovnici pro
tok q inspirovanou zákonem zachování hybnosti:
qt + (qv)x = A(ρ, v, ρx, ρt, vx, vt), (3.6)
kde A je materiálový model pro zobecněné síly působící na systém a odpovědné za změny
hybnosti. Tyto síly vyjadřují makroskopický pohled na mikroskopické vazby mezi vozidly
(často závisí na hustotě a rychlosti aut a na jejich příslušných derivacích podle času nebo
místa). Pokud v rovnici (3.6) využijeme rovnici (3.3) vynásobenou v a vykrátíme hustotu
ρ dostaneme:
qt + (qv)x = (ρv)t + (ρvv)x = ρtv + ρvt + ρxv
2 + ρvxv + ρvvx,
0 = 0 · v = ρtv + (ρv)xv = ρtv + ρxv2 + ρvxv,
vt + v · (v)x = a(ρ, v, ρx, ρt, vx, vt),
kde a = A
ρ
je materiálový model pro zrychlení vozidel, rozlišuje různé modely.
Pro modely druhého řádu tak získáváme soustavu rovnic, ze které budeme vycházet
[10]:
ρt + (ρv)x = 0,
vt + v · vx = a(ρ, v, ρx, ρt, vx, vt). (3.7)
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U modelů prvního řádu stačila jedna počáteční podmínka, u modelů druhého řádu budeme
potřebovat dvě, jednu pro hustotu (3.4) a druhou pro rychlost:
ρ(x, 0) = ρ0(x),
v(x, 0) = v0(x), x ∈ R. (3.8)
Okrajové podmínky lze uvažovat obdobné jako u modelů prvního řádu (3.5).
Modelům druhého řádu se též říká modely dvou rovnic.
3.3. Konkrétní modely
3.3.1. Modely prvního řádu
Modely prvního řádu vycházejí z rovnice (3.3), kde volíme vztah f(ρ), tedy vztah mezi
rychlostí v = v(ρ) a hustotou ρ.
LWR (1955, 1956)
První významný model sestavili v roce 1955 Lighthill a Whitham a o rok později (1956)
Richards (LWR), kteří předpokládali, že rychlost v závisí pouze na hustotě provozu ρ.
Po funkci f(ρ) = q se často požaduje splnění následujících předpokladů [10]:
• pokud je hustota provozu malá 0 ≤ ρ < ρs, měl by tok vozidel růst až do možného
maxima.
• pokud se hustota provozu zvyšuje ρ→ ρmax, tok vozidel se sníží q → 0.
• pro ρs, 0 < ρs < ρmax, nabývá funkce f svého maxima v intervalu (0, ρmax).
• funkce f by měla být konkávní na intervalu (0, ρmax).
Pokud je silnice prázdná (ρ = 0) řidič může jet maximální povolenou rychlostí v =
vmax. Pokud je silnice plná, vznikne dopravní zácpa (ρ = ρmax) a auta budou stát v = 0.
Nejjednodušeji lze tuto závislost zapsat lineárním vztahem:
v(ρ) = vmax
(
1− ρ
ρmax
)
, 0 ≤ ρ ≤ ρmax. (3.9)
Pak můžeme rovnici (3.3) přepsat ve tvaru:
ρt +
[
ρ · vmax
(
1− ρ
ρmax
)]
x
= 0, x ∈ R, t > 0. (3.10)
Greenberg (1959)
Stejně uvažoval i Greenberg, který ale zvolil nelineární závislost rychlosti na hustotě a
předpokládal, že při nízkých hustotách provozu mohou být rychlosti velmi velké:
v(ρ) = vmax ln
ρmax
ρ
, 0 < ρ ≤ ρmax. (3.11)
Pak lze rovnici (3.3) přepsat následovně:
ρt − vmax(ρ · ln ρ)x = 0. (3.12)
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(a) LWR (b) Greenberg
(c) Greenshield (d) Bonzani-Mussone
Obr 3.2: Diagram závislosti rychlosti v a toku q na hustotě ρ
Greenshield (1936)
Greenshield zvolil mocninnou závislost rychlosti na hustotě. Rovnici (3.3) lze přepsat
rovnicí (3.14)
v(ρ) = vmax
[
1−
( ρ
ρmax
)n]
, n ∈ N, (3.13)
ρt +
{
ρ · vmax
[
1−
( ρ
ρmax
)n]}
x
= 0. (3.14)
Bonzani-Mussone (2003)
Bonzani a Mussone zvolili exponenciální závislost rychlosti na hustotě a rovnici (3.3)
přepsali jako (3.16):
v(ρ) = vmax · e−α
ρ
ρmax−ρ , (3.15)
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ρt +
(
ρ · vmax · e−α
ρ
ρmax−ρ
)
x
= 0. (3.16)
Parametr α > 0 zohledňuje stav vozovky. Čím menší α, tím větší rychlost, a také tok
vozidel. Autoři, na základě experimentálních dat, doporučují α ∈ 〈1, 2.5〉. Při této volbě
však f(ρ) má inflexní bod, tudíž není konkávní na celém intervalu (0, ρmax) a nesplňuje
všechny předpoklady uvedené u modelu LWR [10].
3.3.2. Modely druhého řádu
Modely druhého řádu vycházejí z rovnic (3.8), kde je nutno určit funkci a, čímž dostáváme
různé modely.
Payne-Whitham (1971, 1974)
Model Payne-Whitham je inspirován chováním plynu. Funkci a vyjádříme jako [10]:
a(ρ, v, ρx, ρt, vx, vt) = ar(ρ, v) + aa(ρ, ρx).
První člen ar značí relaxaci. Model má tendenci, aby každý řidič jel požadovanou rychlostí,
která je závislá na hustotě provozu:
ar(ρ, v) =
Ve(ρ)− v
τ
,
kde v je aktuální rychlost, Ve(ρ) je požadovaná rychlost a parametr τ > 0 reprezentuje
relaxační čas, tedy čas potřebný k úpravě aktuální rychlosti na požadovanou rychlost.
Požadovaná rychlost Ve(ρ) může být vyjádřena některým ze vztahů pro rychlost, které
jsme zmínili v modelech prvního řádu (3.9, 3.11, 3.13, 3.15).
Druhý člen aa můžeme nazvat jako anticipační (anticipation=očekávání, předvídání).
Tento člen zastupuje reakci řidičů na změnu situace na vozovce před nimi (zhuštění/zředění
provozu). Můžeme jej vyjádřit jako:
aa(ρ, ρx) = −1
ρ
p(ρ)x,
kde funkce p = p(ρ) je analogií k tlaku v dynamice tekutin. Běžně se předpokládá, že
tlak je neklesající funkcí hustoty, a proto můžeme anticipační člen přepsat jako:
aa(ρ, ρx) = −p
′(ρ)
ρ
ρx.
Můžeme si všimnout, že koeficient p
′(ρ)
ρ
je vahou gradientu ρx. Zesiluje nebo zeslabuje
druhý člen zrychlení na základě hustoty.
Nyní můžeme Payne-Whithamův model zapsat vztahy [10]:
ρt + (ρv)x = 0,
vt + v · vx︸ ︷︷ ︸
C
=
Ve(ρ)− v
τ︸ ︷︷ ︸
R
− p
′(ρ)
ρ
ρx︸ ︷︷ ︸
A
. (3.17)
Payne označil konvekční, relaxační a anticipační členy [6]:
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• konvekční člen (C) popisuje změny průměrné rychlosti vzhledem k přijíždějícím a
odjíždějícím vozidlům,
• relaxační člen (R) popisuje tendenci dopravního toku přejít do rovnovážného stavu
s vybranou rychlostí Ve,
• anticipační člen (A) popisuje předvídání změny dopravního proudu řidiči.
Mezi nedostatky tohoto modelu můžeme zařadit například to, že můžeme dosáhnout
záporné rychlosti nebo může dojít k porušení anizotropie (vozidla by měla být ovlivňována
pouze vozidly vepředu a nereagovat na dění za vozidlem) a některé informace vzniklé
pohybem vozidel se šíří rychleji než vozidla samotná, tedy ovlivňují vozidla vepředu.
Aw-Rascle (2000)
Tento model vznikl jako oprava nedostatků předchozího modelu (Payne-Whitham). Byl
odvozen z mikroskopického modelu. Aw a Rascle předpokládali, že nedostatky způsobují
příliš silné vazby na částice tekutin, a proto nevyužili podmínky nezápornosti rychlosti a
anizotropie [10]. Relaxační člen vynechali a anticipační člen vyjádřili ve tvaru:
aa(ρ, v, ρt, ρx) = −p(ρ)t − v · p(ρ)x.
Rovnice (3.8) můžeme přepsat jako:
(ρ)t + (ρv)x = 0,
(v + p(ρ))t + v · (v + p(ρ))x = 0. (3.18)
Pro hladkou, rostoucí funkci p(ρ) lze psát:
p(ρ) = ργ, γ > 0.
Modely vyšších řádů sice vyřeší některé nevýhody předchozích modelů, avšak základní
podmínky již nemusí řešit tak dobře jako modely prvního či druhého řádu.
3.4. Stručný přehled uvedených modelů
Pro jednoznačnost úloh budeme předpokládat počáteční podmínku (3.4) a okrajové pod-
mínky (3.5).
3.4.1. Modely prvního řádu
• Lighthill-Whitham-Richards (LWR) (1955, 1956)
ρt + (ρv(ρ))x = 0,
v(ρ) = vmax
(
1− ρ
ρmax
)
, 0 ≤ ρ ≤ ρmax
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• Greenbergův model (1959)
ρt + (ρv(ρ))x = 0,
v(ρ) = vmax ln
ρmax
ρ
, 0 < ρ ≤ ρmax
• Greenshield (1936)
ρt + (ρv(ρ))x = 0,
v(ρ) = vmax
[
1−
( ρ
ρmax
)n]
, n ∈ N, 0 < ρ ≤ ρmax
• Bonzani-Mussone (2003)
ρt + (ρv(ρ))x = 0,
v(ρ) = vmax · e−α
ρ
ρmax−ρ , 0 < ρ ≤ ρmax
3.4.2. Modely druhého řádu
• Payneův-Whithamův model (1971, 1974)
ρt + (ρv)x = 0,
vt + v · vx = Ve(ρ)− v
τ
− p
′(ρ)
ρ
ρx
• Awův-Rascleův model (2000)
(ρ)t + (ρv)x = 0,
(v + p(ρ))t + v · (v + p(ρ))x = 0
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4. Porovnání modelů
V této kapitole uvedené modely porovnáme a zmíníme některé jejich vlastnosti a
nedostatky. Nejvíce se zaměříme na makroskopické modely prvního řádu, kde jsou přidány
ukázky numerických experimentů.
4.1. Mikroskopické modely
Z mikroskopických modelů porovnáme modely Gazis-Herman-Rothery (GHR) a Gazis-
Herman-Pott (GHP). Rovnice (2.13) a (2.15) upravíme tak, aby si byly co nejpodobnější:
v˙i(t+ T ) = c · vi−1(t)− vi(t)
(xi−1(t)− xi(t))r · (vi(t+ T ))
p,
v˙i(t+ T ) = c · vi−1(t)− vi(t)
(xi−1(t)− xi(t))r .
Jediné, v čem se tyto modely liší, je rychlost sledovaného vozidla ve sledovaném čase
(vi(t + T ))
p. Řidič reaguje na situaci, kterou vidí v čase t. Než na ni zareaguje uběhne
čas T a mezitím se rychlost vozidla změní na vi(t+ T ). To znamená, že pokud například
zrychluje a přibližuje se k vozidlu před ním, bude muset brzdit z větší rychlosti, tedy více.
Modelu GHR je někdy vytýkána jeho mechaničnost. Řidiči tohoto modelu reagují na
sebemenší změnu v relativní rychlosti, a to i když jsou poměrně daleko od předchozího
vozidla [9].
4.2. Makroskopické modely prvního řádu
U makroskopických modelů prvního řádu jsem se pokusila naprogramovat pár numeric-
kých experimentů a zjistit, jak který model rozpouští zácpu. Vozidla jedou zleva do-
prava. Zácpu jsem namodelovala nahuštěním vozidel uprostřed sledovaného úseku, aby
byla možnost sledovat, jak situaci před zácpou, tak i za ní. Jak se zachovají řidiči, když
před sebou uvidí zácpu, a naopak ověřit, že řidiče před zácpou to neovlivní. Pohyb aut,
v tomto případě znázorněn změnou hustoty, nejlépe vynikne v pohybu, to se však do
statických obrázků docela špatně přenáší, proto jsem se rozhodla dát do jednoho obrázku
hned několik stavů v různých časech.
V obrázcích pro jednotlivé modely je vlevo znázorněna hustota vozidel v daném úseku
a vpravo rychlost těchto vozidel. Osa x představuje daný úsek dlouhý 1000 metrů. Na osu
y, která je několikrát nad sebou (každou
”
nulu“ představuje vodorovná čára), vynášíme
hustotu nebo rychlost. V zobrazeném případě je zvolena maximální hustota ρmax = 1
a maximální rychlost vmax = 25. Maximální rychlost představuje 25ms = 90
km
hod , což je
maximální povolená rychlost mimo obec. Pro časy platí t0 < t1 < t2 < t3 < t4 < t5, časové
kroky jsou konstantní (ti− ti−1 = konst, pro i = 1, . . . , 5). V čase t0 je zobrazena zvolená
počáteční hustota a odpovídající rychlost. Navíc jsou v čase t0 zobrazeny hodnoty, jichž
hustota a rychlost nabývá. Pozorný čtenář si všimne, že počáteční hustota je vždy stejná,
ovšem rychlost se liší model od modelu.
Model LWR (Obr. 4.1) nás asi moc nepřekvapí. Nahuštění vozidel se postupně (od za-
čátku) rozplývá lineárně. Auta na začátku zácpy mohou postupně odjíždět, tvoří lineární
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Obr 4.1: LWR model
přechod mezi situací před zácpou a samotnou zácpou. Na konec této zácpy však přijíždějí
další vozidla, a tak se zácpa posouvá pomalu dozadu. Dále si můžeme všimnout, že úsek
před zácpou zůstává nezměněn.
Greenbergův model (Obr. 4.2) se nechová úplně korektně při nízkých hustotách, neboť
jak je patrné z obrázku (3.2b) chtěla by vozidla jet rychleji, než je povolená maximální
rychlost. Můžeme si všimnout výrazně vyšší počáteční rychlosti vozidel, která je dána
modelem. Díky vyšší rychlosti vozidel se zácpa posouvá vzad rychleji, avšak její rozplynutí
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Obr 4.2: Greenbergův model
trvá v našem případě přibližně stejně dlouho jako v modelu LWR. Ředění vlny je strmější
než v modelu LWR.
Greenshieldův model (Obr. 4.3) asi nejrychleji snižuje rozdíl hustot, je to způsobeno
exponenciální závislostí rychlosti na hustotě, pro exponent n > 1. (V této práci je použit
exponent n = 2.) V čase t1 a t2 si můžeme všimnout skoku, který model vytvořil. Je to
způsobeno počátečními hodnotami ρ a vmax, které pro tento model znamenají velký skok.
V rovnicích prvního řádu mohou vznikat
”
shock waves“, tedy jakési vlny nespojitosti, na
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Obr 4.3: Greenshiledův model
které si musíme dát velký pozor při numerickém počítání [8]. Dále si můžeme všimnout, že
jakmile se hustota snížila, auta mohla odjíždět, a to dokonce tak rychle, že se nehromadila
za zácpou a zácpa se neposouvala dozadu, ale dopředu, kde se postupně rozplývá. Při
hustotě ρ = 0.4 vozidla dosahují téměř maximální rychlosti vmax.
Na modelu Bonzani-Mussone (Obr. 4.4) je zajímavé, že hustota se snižuje od zadu.
Řidičům se příliš nechce do zácpy, a tak zpomalují už
”
dlouho“ před zácpou. Při hustotě
provozu ρ = 0.9 automobily v podstatě stojí, narozdíl od ostatních modelů, kde jedou
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Obr 4.4: model Bonzani-Mussone
”
krokem“. Zácpa se poměrně rychle posunuje vzad, avšak její délka nenarůstá. Pro
parametr α byla zvolena hodnota α = 1.
Některé modely vypadají velmi podobně, alespoň v některých stádiích, proto uvádíme
obrázky (4.5), kde jsou uvedené všechny zmíněné makroskopické modely prvního řádu
v jednom obrázku. Modely LWR a Greenbergův jsou docela podobné, ale můžeme si
všimnout, že Greenbergův model má strmější přechod než LWR. V obrázku (4.5a) lze
krásně vidět, že čím rychleji se zácpa rozplývá (přechod čela zácpy je plynulejší), tím
26
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(a) t3
(b) t5
Obr 4.5: Porovnání modelů prvního řádu
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pomaleji se posunuje vzad. V obrázku (4.5b) si můžeme všimnout, že v Greenshieldově
modelu končí zácpa tam, kde v modelu podle Bonzani-Mussone zácpa začíná. Dále lze
také porovnat rozdíly rychlostí v jednotlivých modelech, kdy rychlost v jednom modelu
může být až dvakrát větší než v jiném (Greenshield, Bonzani-Mussone).
Připomínky uvedené v [6]:
• Uvedené modely obsahují stacionární vztah rychlosti a hustoty. To znamená, že
průměrná rychlost se okamžitě přizpůsobí hustotě provozu, neuvažují žádné zpoždění.
To znamená, že kinetická teorie neumožňuje výkyvy okolo rovnovážné rychlosti ve
vztahu rychlosti a hustoty.
• Kinematická vlnová teorie podle Lighthilla a Whithama ukazuje rázovou vlnu po-
mocí skoků v rychlosti jdoucích do nespojitostí druhého druhu (do nekonečna).
Vytváří tedy nespojité řešení bez ohledu na hladkost počátečních podmínek, kvůli
dominujícímu konvektivnímu členu v rovnici (3.3). To je v rozporu s hladkými
otřesy pozorovanými v reálném provozu, které popisují modely druhého řádu.
• Modely prvního řádu nedovedou popsat pravidelné
”
start-stop“ vlny s amplitudou
kmitání závislou na čase, které jsou pozorovány v reálném provozu.
• V reálném provozu se objevuje hystereze, která ukazuje, že průměrné odstupy
vozidel, blížících se k dopravní zácpě jsou menší, než odstupy vozidel opouštějících
zácpu. Modely druhého řádu hysterezi popisují.
• Modely prvního řádu nejsou schopny předpovědět zvýšení hustoty provozu, tj. ne-
popisují zesílení malých poruch v hustém provozu.
4.3. Makroskopické modely druhého řádu
Připomínky k modelům druhého řádu vycházejí z rozdílného chování tekutin a automo-
bilů. [2], [6]
• Narozdíl od tekutiny, kde na sebe částice působí ze všech směrů, v dopravě řidič
reaguje hlavně na situaci před vozidlem.
• Pomalá vozidla by prakticky neměla být ovlivňována rychlejšími vozidly. Naopak
pomalé částice tekutiny jsou ovlivňovány rychlejšími.
• Narozdíl od částic tekutiny, každý řidič má svoji osobnost. Někteří jsou agresivnější,
chtějí do cíle dojet co nejrychleji, jiní jsou klidnější a tolik nespěchají.
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5. Závěr
V této práci jsme si přiblížili mikroskopické a makroskopické modely dopravního toku
pro jednoproudou silnici. Postupovali jsme od obecných předpokladů ke konkrétním mo-
delům.
U mikroskopických modelů jsme se zaměřili na modely typu car-following, kde řidič
přizpůsobuje svou jízdu předchozímu vozidlu. Modely jsou popsány soustavou ODR do-
plněnou počátečními podmínkami. Pokud je vzdálenost od předchozího vozidla malá,
řidič musí zpomalit, pokud je dostatečně velká, tak řidiče vozidlo před ním neovlivňuje.
Zrychlit lze v případě, že řidič má dostatek místa a nejede maximální rychlostí.
Makroskopické modely popisují PDR doplněné počátečními a okrajovými podmínkami.
Pokud je silnice prázdná, řidič může jet maximální rychlostí, pokud vznikne dopravní
zácpa, vozidla se zastaví.
U makroskopických modelů prvního řádu jsme provedli několik numerických experi-
mentů, jejichž výsledky jsme zanesli do grafů a porovnali. Výsledky našich pozorování
jsme uvedli v kapitole 4. Porovnání modelů. Podle mého názoru Greenshieldův model
odpovídá agresivnějším řidičům, neboť chtějí jet pokud možno maximální rychlostí, naopak
velmi opatrní řidiči se budou řídit spíše podle modelu Bonzani-Mussone a udržovat si větší
odstup.
”
Průměrnému“ řidiči bych přisoudila model LWR.
Studovali jsme pouze jednoproudou silnici, což je poměrně velké omezení. Dále lze jak
mikroskopické, tak i makroskopické modely rozšířit na víceproudé silnice nebo dálnice,
přidat křižovatky a semafory a jiná omezení, až vznikne celá dopravní síť. Auta se mohou
předjíždět a u víceproudých silnic lze předjíždět protisměrem. I v budoucnu je tedy čím
se zabývat, a to nemluvíme o různých povahách řidičů.
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6. Seznam použitých zkratek a
symbolů
ODR obyčejné diferenciální rovnice
xti, xi(t) pozice vozidla i v čase t
vti , vi(t) rychlost vozidla i v čase t
v˙i(t), ai(t) zrychlení vozidla i v čase t
Li délka vozidla i
T reakční čas
V rovnovážná rychlost
PDR parciální diferenciální rovnice
v(x, t) rychlost vozidel v místě x a čase t
ρ(x, t) hustota aut (provozu) v místě x a čase t
q(x, t) tok vozidel v místě x a čase t
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